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地锚式斜拉 －悬索协作体系桥竖弯振动基频计算公式

王绪旺
（商洛学院城乡规划与建筑工程学院，陕西 商洛７２６０００）

摘　要：为方便计算地锚式斜拉－悬索协作体系桥的竖向自振频率，以三跨连续支承协作体系为研究对
象，在计入主塔刚度的影响下，应用能量法推导了该体系的竖向弯曲振动频率公式，并提出了主塔抗弯刚度影

响系数的计算式；最后对本文所推导的公式的有效性进行了验证。研究表明：该协作体系的竖向弯曲振动基频

略高于同等跨径布置的地锚式悬索桥的竖弯弯曲频率，其原因在于斜拉索对该体系刚度的贡献；本文所推导的

竖弯基频计算值与数值计算误差能满足概念设计阶段的要求；该公式可用于该体系的初步概念设计中选择合

理的结构计算参数。
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　　随着经济和技术的发展，在沿海地区修建大跨
度斜拉桥或悬索桥等桥型已经不能满足工程的需

要。针对这一迫切需求国内外许多学者提出了斜

拉－悬索协作体系。土耳其博斯普鲁斯海峡三桥的

建成，标志着该结构体系进入一个新的阶段，开展该

结构体系固有振动特性研究具有较强的实用意

义［１－７］。文献［８］在计入主塔纵向抗弯刚度影响
下，提出了对单跨简支地锚式悬索桥体系的竖弯基
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频修正的计算表达式；文献［９－１１］在考虑主塔纵
向抗弯刚度影响下，采用能量法推导了多塔悬索体

系的竖弯振动估算实用公式，并提出了中塔纵向抗

弯刚度影响系数；文献［１２－１４］以地锚式斜拉 －悬
索协作体系桥为研究对象，研究该结构的静动特性

及不同约束条件对其力学性能的影响，遗憾的是未

能给出相应的理论解。本文以三跨连续体系的地锚

式悬索桥为研究对象，在计入主塔纵向抗弯刚度的

影响下，采用能量法推导其竖弯振动基频估算实用

公式，以供该协作体系桥在初步概念设计阶段选择

合理计算参数或对数值计算结果进行复核。

１　基于能量法的地锚式协作体系的竖
弯基频估算实用公式

１．１　地锚式斜拉－悬索协作体系的势能
主缆的势能主要由２部分组成，即主缆水平分

力变化产生的弹性势能 Ｕｃｅ和主缆重力作用点变化
引起的重力势能Ｕｃｇ，即

主缆的弹性势能为：
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式中符号如图１所示。

图１　桥跨布置立面

主缆的重力势能为

Ｕｃｇ＝
１
２Ｈｑ∫Ｌ（

ｖ
ｘ
）２ｄｘ （４）

式中：ｖ为加劲梁的振型函数；Ｈｑ为主缆恒载作用下
的水平分力。

拉索的弹性势能为

Ｕｃｉ＝
１
２∑

ｎ

ｉ＝１

ＥｃｉＡｃｉ
Ｌｃｉ
ｖ２ｓｉｎ２αｃｉ （５）

式中：ＥｃｉＡｃｉ／Ｌｃｉ，αｃｉ分别为拉索的单位轴向刚度及水
平倾角。

加劲梁的弯曲势能为

Ｕｇｓ＝
１
２∫ＬＥｇＩｇ（
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ｘ２
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式中：ＥｇＩｇ为加劲梁的抗弯刚度。

主塔的势能为Ｕｔ＝∑
ｎ

ｉ＝１

（Ｈｉ＋１－Ｈｉ）
２Ｓｔｉ

（７）

式中：Ｈｉ，Ｈｉ＋１分别为ｉ，ｉ＋１号主跨的主缆的水平分
力；Ｓｔｉ为第ｉ号主塔的抗弯刚度。

该协作体系的势能为上述各构件的势能之和，即
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１．２　地锚式斜拉－悬索协作体系的动能

主缆的动能为Ｔｃ＝
１
２∫Ｌｍｃ（

ｖ
ｔ
）２ｄｘ （９）

式中：ｍｃ为主缆的单位桥长质量。

加劲梁的动能为Ｔｓ＝
１
２∫Ｌｍｇ（

ｖ
ｔ
）２ｄｘ （１０）

式中：ｍｇ为加劲梁的单位桥长质量。
主塔的动能为

Ｔｔ＝
１
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式中：ｍｔｉ为第ｉ号主塔的质量。

吊索的动能为ＴＨ＝
１
２∑

ｎ

ｉ＝１
ｍｈｉ（
ｖ
ｔ
）２ｄｘ （１２）

式中：ｍｈｉ为第ｉ号吊索的质量。

拉索的动能为Ｔｃｉ＝∑
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ω２ｂ
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２
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式中：ｍｃｉ为拉索的线均布质量。
该协作体系的动能为上述各构件的动能之和，即
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１．３　地锚式斜拉－悬索协作体系的竖弯频率计算
表达式

　　由能量法可得，地锚式斜拉 －悬索协作体系桥
的竖弯频率计算表达式为
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　　根据文献［１２－１４］研究成果，可将式（１５）简
化为

ω２ｂ＝
∑
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２　地锚式协作体系的变形协调方程
地锚式协作体系的一阶竖弯基本振型如图２、

图３所示。

图２　地锚式协作体系的１阶对称竖弯振型

图３　地锚式协作体系的１阶反对称竖弯振型

２．１　地锚式协作体系的１阶对称竖弯变形协调方程
该协作体系做１阶对称竖弯振动时的边、主跨

的变形协调方程分别为

ｕｔ＝
Ｈ１ｌｓ
ＥｃＡｃ

１
ｃｏｓθ

（１７）

－２ｕｔ＝
Ｈ２ｌｃｅ
ＥｃＡｃ

－ｑＨｑ
∫ｌ２ｖｄｘ （１８）

式中，ｕｔ为该体系做 １阶对称竖弯振动的主塔的
位移。

该协作体系做１阶对称振动时，主塔的受力计
算图示如图４所示。

图４　地锚式协作体系１阶对称主塔受力示意图

其力学平衡方程为

Ｈ２－Ｈ１＝Ｓｔｕｔ
３ＥｔＩｔ
ｈ３ｔ
ｕｔ （１９）

式中，ＥｔＩｔ，ｈｔ为主塔的抗弯刚度、高度。
联立求解式（１７）—（１９），可得：

Ｈ２＝
ＥｃＡｃ（Ｓｔｌｓ＋ＥｃＡｃｃｏｓθ）
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ｑ
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２
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２ＥｃＡｃｌｓ＋Ｓｔｌｓｌｃｅ＋ＥｃＡｃｌｃｅｃｏｓθ
ｑ
Ｈｑ∫ｌ２ｖｄｘ

（２１）
２．２　地锚式协作体系的一阶对称竖弯变形协调
方程

　　该协作体系做一阶反对称竖弯振动时的边、主
跨变形协调方程分别为：

－ｕｔ＝
Ｈ１ｌｓ
ＥｃＡｃ

１
ｃｏｓθ

（２２）

ｕｔ＝
Ｈ３ｌｓ
ＥｃＡｃ

１
ｃｏｓθ

（２３）

０＝
Ｈ２ｌｃｅ
ＥｃＡｃ

－ｑＨｑ∫ｌ２ｖｄｘ （２４）

该协作体系做一阶反对称竖弯振动时，主塔的

受力如图５所示。

图５　地锚式协作体系１阶竖弯反对称主塔受力示意图

其力学平衡方程为：

Ｈ２＋Ｓｔｕｔ＝Ｈ１ （２５）
Ｈ３＋Ｓｔｕｔ＝Ｈ２ （２６）

联立求解式（２２）─（２６），可得：

Ｈ１＝－
ＥｃＡｃｃｏｓθ

ＥｃＡｃｃｏｓθ＋Ｓｔｌｓ
ＥｃＡｃ
ｌｃｅ
ｑ
Ｈｑ∫ｌ２ｖｄｘ （２７）

Ｈ２＝
ＥｃＡｃ
ｌｃｅ

ｑ
Ｈｑ∫ｌ２ｖｄｘ （２８）

Ｈ３＝
ＥｃＡｃｃｏｓθ

ＥｃＡｃｃｏｓθ＋Ｓｔｌｓ
ＥｃＡｃ
ｌｃｅ

ｑ
Ｈｑ∫ｌ２ｖｄｘ （２９）

３　地锚式协作体系的一阶对称竖弯基
频计算式

　　加劲梁１阶对称振型关于中跨跨中对称如图２
所示，设加劲梁的自由振动振型函数为：

ｖ１＝Ａ１ｓｉｎ
πｘ１
ｌ１
ｓｉｎ（ωｔ＋φ）ｘ１∈（０，ｌ１） （３０）

ｖ２＝Ａ２ｓｉｎ
πｘ２
ｌ２
ｓｉｎ（ωｔ＋φ）ｘ２∈（ｌ１，ｌ１＋ｌ２）（３１）

由于加劲梁的振型函数在桥塔处满足变形协调

条件，可得

ｖ１′ｘ１＝ｌ１＝ｖ２′ｘ２＝ｌ１，

经简化可得Ａ１＝－Ａ２
ｌ１
ｌ２
＝－ｋＡ２ （３２）

于是，可得
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∑
ｎ

ｉ＝１

Ｈ２ｉＬｃｅ
ＥｃＡｃ

＋∑
ｎ

ｉ＝１

Ｈ２ｉＬｓｅ
ＥｃＡｃ

＝４Ａ２２λＥｃＡｃ （３３）

式中：λ为主塔刚度影响系数。

ｌｃｅ＝
２ｋＥｃＡｃｌｃ＋ｋＳｔｌｃｌｃｅ＋ＥｃＡｃｌｃｅ

Ｓｔｌｓ＋ＥｃＡｃｃｏｓθ
（３４）

ｌｓｅ＝
２ｋＥｃＡｃｌｃ＋ｋＳｔｌｃｌｃｅ＋ＥｃＡｃｌｃｅ

ＥｃＡｃｃｏｓθ
（３５）

λ＝（
ｌｃ
π
）２（
８ｆｃ
ｌ２ｃ
）２（
ｌｃｅ
ｌ２ｃｅ
＋２
ｌｓｅ
ｌ２ｓｅ
） （３６）

∑
ｎ

ｉ＝１

ＥｃｉＡｃｉｖ
２

Ｌｃｉ
ｓｉｎ２αｃｉ＝Ａ

２
２（２ｋ

２∑
ｎ

ｉ＝１

ＥｃｉＡｃｉｓｉｎ
２ａｃｉ

Ｌｃｉ
ｓｉｎ２πｘｌ１

＋

∑
ｎ

ｉ＝１

ＥｃｉＡｃｉｓｉｎ
２ａｃｉ

Ｌｃｉ
ｓｉｎ２πｘｌ２

） （３７）

（ｍｃ＋ｍｇ）∫Ｌ 
ｖ
( )ｔ

２

ｄｘ＝（ｍｃ＋ｍｇ）Ａ
２
２ｌ２（ｋ

３＋１２）

（３８）
将式（３３）—（３８）代入式（１６），可得其的一阶竖

弯对称基频的计算式为

ω２ｂ＝
４λＥｃＡｃ＋２ｋ

２∑
ｎ

ｉ＝１

ＥｃｉＡｃｉｓｉｎ
２ａｃｉ

Ｌｃｉ
ｓｉｎ２πｘｌ１

＋∑
ｎ

ｉ＝１

ＥｃｉＡｃｉｓｉｎ
２ａｃｉ

Ｌｃｉ
ｓｉｎ２πｘｌ２

（ｍｃ＋ｍｇ）ｌ２（ｋ
３＋１２）

（３９）

４　地锚式协作体系的一阶反对称竖弯
频率计算式

　　加劲梁一阶反对称振型关于中跨跨中反对称如
图３所示，设其加劲梁的自由振动振型函数分别为：

ｖ１＝Ａ１ｓｉｎ
πｘ１
ｌ１
ｓｉｎ（ωｔ＋φ）ｘ１∈（０，ｌ１） （４０）

ｖ２＝Ａ２ｓｉｎ
２πｘ２
ｌ２
ｓｉｎ（ωｔ＋φ）ｘ２∈（ｌ１，ｌ１＋ｌ２）（４１）

由于加劲梁的竖弯振型函数在桥塔处满足变形

协调条件，可得ｖ１′ｘ１＝ｌ１＝ｖ２′ｘ２＝ｌ１，

经简化可得Ａ１＝－２Ａ２
ｌ１
ｌ２
＝－２ｋＡ２ （４２）

于是，可得：

∑
ｎ

ｉ＝１

Ｈ２ｉｌｃｅ
ＥｃＡｃ

＋∑
ｎ

ｉ＝１

Ｈ２ｉｌｓｅ
ＥｃＡｃ

＝０ （４３）

∑
ｎ

ｉ＝１

ＥｃｉＡｃｉｖ
２

Ｌｃｉ
ｓｉｎ２αｃｉ＝Ａ

２
２（８ｋ

２∑
ｎ

ｉ＝１

ＥｃｉＡｃｉｓｉｎ
２ａｃｉ

Ｌｃｉ
ｓｉｎ２πｘｌ１

＋

∑
ｎ

ｉ＝１

ＥｃｉＡｃｉｓｉｎ
２ａｃｉ

Ｌｃｉ
ｓｉｎ２２πｘｌ２

） （４４）

（ｍｃ＋ｍｇ）∫Ｌ（
ｖ
ｔ
）２ｄｘ＝Ａ２２（ｍｃ＋ｍｇ）ｌ２（４ｋ

３＋１２）

（４５）

将式（４３）─（４５）代入式（１６），可得其一阶反对
称竖弯基频的计算式为

ω２ｂ＝（８ｋ
２∑
ｎ

ｉ＝１

ＥｃｉＡｃｉｓｉｎ
２ａｃｉ

Ｌｃｉ
ｓｉｎ２πｘｌ１

＋

∑
ｎ

ｉ＝１

ＥｃｉＡｃｉｓｉｎ
２ａｃｉ

Ｌｃｉ
ｓｉｎ２２πｘｌ２

）÷［（ｍｃ＋ｍｇ）ｌ２（４ｋ
３＋１２）］

（４６）

５　算例分析
为验证本文解的计算精度，本文以文献［１４］中

的算例为例进行校核。该桥跨径布置为３１９ｍ ＋
１４００ｍ ＋３１９ｍ。结构计算参数及计算结果如表
１、２所示。

表１　结构计算参数

构件 Ｅ／（ｋＮ·ｍ－１） Ａ／ｍ２ Ｉ／ｍ４ Ｑ／（ｋｇ·ｍ－３）

主塔　 ３．３×１０７ ３０．０００ ３２０．０００ ２．６０×１０３

斜拉索 ２．０×１０８ ０．００８ ０ ７．８５×１０３

加劲梁 ２．１×１０８ １．２４８１ １．９８４２ １４．７３×１０３

吊索　 ２．０×１０８ ０．００６４ ０ ７．８５×１０３

主缆　 ２．０×１０８ ０．３１６７ ０ ８．４０×１０３

表 ２　不同计算方法结果比较

结构

体系
振型

固有频率ω／Ｈｚ

文献［１４］解 理论解１ 理论解２
误差

协作体系
ｆｓｖｈ ０．２０３２ ０．１９３８ ０．１８４６ ４．６３／９．１５

ｆａｓｖｈ ０．１３６０ ０．１２７３ ０．１２７３ ６．４０／６．４０

悬索桥　
ｆｓｖｓ ０．１８８０ ０．１７９２ ０．１６９７ ４．６８／９．７３

ｆａｓｖｓ ０．１３４９ ０．１２５１ ０．１２５１ ７．２６／７．２６

　注：“／”前为文献［１４］与理论解１的误差，理论解１为计入主塔抗

弯刚度的结构体系的竖弯基频；“／”后为文献［１４］与理论解２的误

差，理论解２为未计入主塔抗弯刚度的竖弯基频

算例分析表明，在计入主塔抗弯刚度影响下，理

论解１法与文献［１４］法计算得到的该体系的竖弯
振动基频的计算误差在５％左右；在未计入主塔抗
弯刚度影响下，理论解２与文献［１４］解之间的误差
最大为９．１５％。存在上述误差的根本原因是该协
作体系的实际振型函数与本文假设的加劲梁的振型

函数存在一定差异造成的；理论解１的对称竖弯基
频计算精度相对理论解２的计算精度要高，其原因
在于理论解１中计入主塔纵向抗弯刚度的影响。同
时不难发现，该协作体系的基频比同等跨径布置的

悬索体系的基频略大，其原因在于在协作体系中，计

入拉索对结构体系的影响。

６　结论
１）地锚式协作体系桥梁竖向弯曲振动动力特
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性是由缆索结构决定的。该体系的竖向弯曲振动基

频较同等跨径布置的地锚式悬索桥的竖弯弯曲基频

要略大，其原因在于斜拉索对该协作体系的刚度的

贡献。

２）本文利用加劲梁自由振动的振型函数在桥
塔处满足变形协调条件，采用能量法推导了该协作

体系的竖弯振动频率估算实用公式，此式可用于该

协作体系桥梁在初步设计阶段选取合理的计算参数

或对数值计算结果进行复核。

３）本文所推导的竖弯振动基频估算实用公式
仅仅适用于三跨连续支承体系的地锚式协作体系桥

梁的竖弯基频估算，对其他协作体系的竖弯振动基

频估算并不适用。为进一步提高所推导的计算公式

的计算精度，在后续的研究中可考虑纵飘振动对竖

弯振动的影响，以便提高计算精度。
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